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Chapitre

Nombres complexes

C’est plus Zamuzanten Z.
Publicité Peugeot20€ siécle.

Pour bien aborder ce chapitre

En 1545, le mathématicien Gerolamo Cardano publie une formule donone solution par radicaux de I'équation

X=ax+b:
s| b b\ (a\3 s|b b\? (a3
=A==+ = -l #A -V =] -3
o 2 (2) (3) 2 (2) (3)
Cette formule avait été découverte par les mathématiciglfsedlro et Tartaglia. Ce dernier I'avait communiqué a Caoda

en lui demandant de s’engager a ne pas la publier, promeesgagdano ne tint pas.
Bombelli, en1572, applique la formule a I'équatiom® = 9x + 2 et il obtient :

x=\3/1+ —26+§/1—\/—_26.

Il reléve par ailleurs que = 4 et x = —2 + /3 sont les3 solutions de I'équation. Il se retrouve donc face au prokelém
suivant : alors que les solutions de I'équation sont toudedies, il faut écrire des racines de nombres négatifs ur |
calculer. Bombelli ne se démonte pas et il invente alors dgles de calcul permettant de manipuler des quantités de
la formea+ v—b avech > 0 qui nont pas de sens. Il écrit par exemple1 x v—1 = —1. Ces nouveaux nombres ne
sont pas compris tout de suite et leur manipulation conddésiabsurdités. Al7€ siécle, René Descartes propose, tant
leur existence est contestable, de les appeler nombresniaii@g?. |l faut attendre la fin dus® siécle et les travaux de
Caspar Wessel pour que la construction des nombres corsgeitdien formalisée et pour comprendre leur interpi@rati
géométrique. Ses travaux passent malheureusement cemplétinapercus. Quelques années plus tard, Carl Friedrich
Gauss redécouvre et popularise les travaux de Wessel. braéenen particulier le théoréme fondamental de I'algebre
(voir théoréme 21.24 page 778) qui dit qu'un polynéme a coefits complexes de degréadmetn racines comptées
avec leur multiplicité.

Ce chapitre reprend et approfondit les notions apprisegaelquant aux nombres complexes. On verra en particulier
comment on peut les utiliser pour trouver les racines daterpolyndmes a coefficients réels ou complexes, comment
ils servent a résoudre des problémes de géométrie planeqamsles probléemes d’analyse réelle comme celui de la
primitivation de produits de fonctions trigonométriqueda résolution d’équations trigonométriques. Ce chagitreira
aussi d'introduction a la notion de structure algébriquples particulierement a celle de groupe et celle de corps. Le
groupes sont des objets fondamentaux et vous verrez qoritsssnniprésents dans le cours de mathématiques durant vos
deux années en classe préparatoire.

Les fonctions trigonométriques seront utilisées en peeme@ pendant ces deux années et ce des ce premier chapitre. Il
est indispensable d’avoir une connaissance parfaite digpsghe B.1 page 1155 de I'annexe B.

1. Les nombres complexes ont été découvert en étudiant datigits polynomiales de degséet non pas de degeécar les mathématiciens da®
siécle considérent que des quantités comfe1 sont strictement positives et que cela n'a pas de sens dehendeurs racines

2. Les nombres négatifs ne sont d’ailleurs alors guére ndemypris. Dans son dictionnaire raisonné des sciencesridext des métiers, d’Alembert
en parle comme d'une idée dangereuse : « Il faut avouer qesk pas facile de fixer I'idée des quantités négatives, & guelques habiles gens ont
méme contribué a I'embrouiller par les notions peu exaatésen ont données. Dire que la quantité négative est agedes du rien, c’est avancer une
chose qui ne se peut pas concevoir. Ceux qui prétendent n@st pas comparable-al, & que le rapport entré & —1 est différent du rapport entre
——1& 1, sont dans une double erreur : (...) Il N’y a donc point réedlet & absolument de quantité négative isolég pris abstraitement ne présente
a l'esprit aucune idée. »
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Vous aurez aussi souvent a manipuler des sommes ou destpr@yuibolisés respectivement par les symbpes IT).

Il sera utile pour vous familiariser avec ces calculs delérparagraphe B.2 page 1158, toujours dans I'annexe B. Vous
y trouverez les définitions de ces symboles ainsi que desauéshet des formules classiques : télescopage, formule du
binbme, sommes géométriques, arithmétiques, etc ... Gemaaeront re-précisées au chapitre 8.

1.1 Le corpsC des nombres complexes

1.1.1 Un peu de vocabulaire

DEFINITION 1.1 © Produit cartésien
On appelleproduit cartésierde deux ensembleset B I'ensemble, noté x B, des couplesa, b) oua € A etb e B.

"' Notation 1.1 On noteraA? le produit cartésie x A.

| Exemple 1.2 R? est 'ensemble des couples de réels.

(DEFINITION 1.2 © Loide composition interne
SoitE un ensemble. On appele de composition internane application d& x E dansE :

[ ExE — E
P\ (@b — axb

Exemple 1.3 Si E =N, la multiplication ou I'addition des entiers forme une l@ domposition interne. Ce n’est pas le
cas de la soustraction car la différence de deux entiergifigosest pas toujours un entier positif.

1.1.2 Construction deC

N

(DEFINITION 1.3 Corps des nombres complexes
Nous appelleronsorps des nombres complexgse nous noteror, I'ensembleR? muni des deux lois interneset ®
définies de la fagon suivante. Pour tous coupies), (a,b') € R?, on pose

(a,b)® (@, b)=(a+d,b+ b

(a,b)® (d',b)=(ad —bb',ab +a'b)

. J

| Remarque 1.1 Nous expliciterons et justifierons l'utilisation du namrpsun peu plus loin.

— Pour simplifier les écritures, nous noteranst x (ou-) les lois de composition interne et ®.

— Pour tout nombre réel, nous conviendrons d'identifier le nombre compléxg) avec le réelr. Nous noterons par
ailleursi le nombre complexé, 1). En appliquant cette convention et en utilisant la définiiile I'addition et de la
multiplication dansC, on peut écrire pour tout nombre compleéxeb),

(a,b)=a+1ib.

En effet,(a, b) = (a,0) + (0, b). Par ailleurs(0, b) = (b,0) x (0,1) = i.b donc(a, b) = a+i.b ou plus simplement + i b.

PrRoPOSITION1.1
Le nombre complexé précédemment introduit vériff i> = -1 |.

Démonstration On ai = (0,1) x (0,1) = (—1,0) = — (1,0) = —1.

1.1.3 Propriétés des opérations sut

Avec les conventions d’écriture précédentes, I'additida enultiplication définies suR? deviennent pour tous complexes
a+ibeta +ib,
(a+ib)+ (@ +ib)=(a+a)+i(b+D)

(a+ib)(d +ib)=(ad —bb)+ilab +ba)
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(PROPOSITIONT.2 Propriétés de I'addition dansC

L'addition dansC

— estassociative Vz,z',z" €eC z+ (2 +2")=(z+2)+72";

— estcommutative Vz,z’eC z+z' =z +z

— possede uglément neutré : VzeC z+0=z;

— de plus, tout nombre complexe- a+ i b posséde uoppose—z=—a—ib.
On résume ces quatre propriétés en disant{gue) est ungroupe commutatif

Démonstration Vérifications laissées en exercice au lecteur.

Remarque 1.2 Expliquons brievement ce qu’est un groupe. Cette noticladéveloppée et étudiée dans le chapitre 19.
Considérons un ensemiieet une application- qui a un couplgx, y) d’éléments des associe un élément noiéx y
deG. Une telle application est appelée une loi de composititarire suiG. On dit que(G, x) est un groupe sk est une

loi de composition interne sui¥ qui vérifie les propriétés suivantes :

1 laloi x estassociative¥x,y,z€G, xx(yxz)=(xxy)*z.
2 laloi x admetun élémentneuteee G: Vxe€G, xxe=exx=xX.
3 tout élémentt deG admet un symétrique: VxeG, JyeG: x*xy=y*xx=e.

Si de plus la loix est commutative, c'est-a-dire si elle vérifigx, y€ G, x* y =y * x, alors on dit que le groupe est
abélien(ou commutatij.

Il est clair que I'addition dan€ vérifie ces propriétés. C'est aussi le cas de la multipicetiansc* 3 :

(PROPOSITIONL.3 Propriétés de la multiplication dansC h
La multiplication dangC

— estassociative Vz,z',z" € C z(z'z") = (z2))z"

— estcommutative Vz,z' e C zz' =2’z

— possede uBlément neutreé : VzeC zxl=z

De plus, tout nombre complexe non m a + i b posséde urinversez~! vérifiantz x z=! = 1 donné par

1 a ; b
a2+ b? @+ b?
On résume ces quatre propriétés en disant(Gtie<) est ungroupe commutatif )

Démonstration  Prouvons l'existence d’un inverse. Seit a+ib un complexe non nul. Remarquons duae+ib)(a —ib) =
a® + 2. Le complexez étant non nula? + b% # 04. En divisant les deux membres de I'égalité par- b%, on trouve
a—-ib
a+ib)x ———— =
( ) a? +b?
. \ . 1o .. A—1b
ce qui prouve que posséde un inverse " qui s'écrit— 2
T . . . . as L.
De plus, la multiplication est distributive par rapportaﬁdltlon :

Vz,2,2"€C, z(2+2")=zz'+z7" et (z+2)2'=zz"+2'7".

On résume les deux propositions précédentes en disatgtie<) est uncorps Nous définirons ce terme dans le chapitre
19.
Une conséquence importante est que les formules fondalegatavantes sont valables dahs

(a+b)"=x1_ (})a*pm* Formule du bindme
a"-b"=(a-b) Y]} a" "k Formule de factorisation
Yi k=4 1-g¢ . Somme géométrique

n+1 Sig=1

Les deux premieres seront démontrées dans le théoremepk@j@ 725 et la troisieme dans la proposition 8.7 page 307.

3. C* représente I'ensemble des nombres complexes privé de
4. En effet, sila somme de deux nombres positifs est nultes @es deux nombres sont nécessairement nuls.
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1.2 Parties réelle, imaginaire, Conjugaison

1.2.1 Partie réelle, partie imaginaire d’'un nombre compler

(PROPOSITIONL.4

Soienta, a’, b etb' des réels. On a:

e a+tib=0ca=0etbh=0.

e atib=ad+iboa=detb=".

Pour tout nombre complexeil existe donc un unique couple, b) de réels tels que=a+ib.
— a+ib est laforme algébrique de.

— a est lapartie réelle dez. On la noteRe(z)
|~ b est lapartie imaginaire dez. On la notdm(z). )

Démonstration En utilisant les conventions précédentes,ib =0 se lit(a, b) = (0,0) ce qui est vrai si et seulementast 0 et
b=0. La suite en découle facilement.
Dans toute la suite du chapitreet b désignent des nombres réels sauf mention du contraire.

(PROPOSITION1.5 Nombre imaginaire pur

1. Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partgimaiee est nulle

|z€IR©Im(z):0I

o7

2. Si un nombre complexe a sa partie réelle nulle, on dit gsflimaginaire pur On noteraiR I'ensemble de
nombres imaginaires purs

|z€iIR©Re(z)=0I

Démonstration C'’est une conséquence directe des définitions.

1.2.2 Conjugaison

[ DEFINITION 1.4 Conjugué d’'un nombre complexe
Soitz = a+ib € C, un nombre complexe. On appetiemplexe conjugude z que I'on notez le nombre complex

défini par| Z=a-ib I

1)

(PROPOSITION1.6
Pour tout complexe € C, on a

w
nn
1l
N

zZ+2z
1. R = —
e(z) 2

z<—=z€eR

b
N
I

N

2. |Im(z) =

~.
N

5. |2=—z<=>zei[RzI

Démonstration Calculs immédiats.

(PROPOSITIONL.7 © Propriétés de la conjugaison
Pour tous complexes z' € C,

siz' #£0.

1. z+z’=2+2’| 3. (z_):

N\'l NI

2. | z2 !

=Zz

J

Démonstration Calculs immédiats. Pour le quotigB}, on peut raccourcir les calculs en remarquant quesst/z' alorsz = uz'
et appliquer2).
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Application 1.4 Mise sous forme algébrique d'un quotient de nombres compless.Pour mettre sous forme algébrique

3-2i - . . . .
le complexez+—,, on multiplie le quotient, en haut et en bas par le conjuguééhominateur :
l

3-2i (B3-2))2-1) 4-7i 1 .
— = - — = = ==(4-7i)
2+ C+DE-i) 22-i2 5

| Remarque 1.3 SizeC alorszz e R}.

1.3 Représentation géométrique des complexes

1.3.1 Représentation d’Argand

On noteraZ” 'ensemble des points du planét'ensemble des vecteurs du plan. S@it= (O, 7,7) un repére orthonor-

mal du plan. A tout poinbI de coordonnées;, y) dans ce repére on peut faire correspondre le nombre comgpiexe i y.

On réalise ainsi une bijection devers le plan. A tout nombre complexe on peut faire correspoad unique point du
plan et réciproguement a tout point du plan on peut faireespondre un unique complexe. Cette représentation est due
au mathématicien francalkean Robert Argand (1768 — 1822) et va s’avérer d’'un grand intérét en géométrie. Certains
problémes de géométrie se traduisent trés bien en calés#mtantervenir des nombres complexes et réciproquement,
certains calculs avec les nombres complexes ont une iBtatjun géométrique naturelle.

FIGURE 1.1 — Représentation d’Argand

De la méme fagon, on peut identifier 'ensemble des vectéuds plan aved en associant a tout vectewr de ¥ de
coordonnéegy, B) dansZ le complexex+ i et réciproquement.

(DEFINITION 1.5 Image d’'un nombre complexe, affixe d’un point, d'un vecteur
Soit% = (0, 7,7) un repére orthonormal du plan.
— L'imagedu nombre complexe= x+i y est le point du plan de coordonnéesy) dans le repérez.
— L'affixe du poinM de coordonnées;, y) dans le repéré est le nombre complexe= x+i y que I'on notera AftM).
|- L affixe du vecteuli = a7 +p 7 estle complexe+if que I'on notera Affu).

Remarque 1.4 Les points du plan d’affixe réelle sont situés Baxe réel (0, 7). Ceux qui ont une affixe imaginaire
sont situés sufaxe imaginaire(O, ).

1.3.2 Interprétation géométrique de quelques opérations

On considére dorénavant et pour tout le reste du chapittqepére orthonorma® = (0, 7, 7)) a été fixé, ce qui permet
d’identifier C au planZ”.

PrRoPOSITION1.8 Propriétés de I'affixe
Soient et v deux vecteurs d¢’. SoientA etB deux points deZ :

Aff (U + ) = Aff (W) + Aff (V)
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Aff (AB) = Aff (B) — Aff (A)

Démonstration
1. Supposons quiff (i) =a+ib etAff(V)=c+id alorsu =a7+bj,v=ci+djetu+v=(a+c7+b+d)7.Ce
qui prouve queNt (i + V) = (a+c)+i(b+d) = (a+ib) +(c+id) = Aff (u) + Aff (7).
2. CommeOB = (ﬁh@, en utilisant 'égalité précédente, on obtidxft ((ﬁ) = Aff ((TA) + Aff (ﬁé), soit Aff (B) = Aff (A) +

Aff (AB).

PROPOSITIONL.9 Interprétation géométrique dez— z+a
Soit u un vecteur d’affixez. La translation de vectei est I'application qui a tout poir¥! d’affixe z associe le point
d’affixe z + a.
Démonstration Au pointM de &2, la translation de vectetii associe le poirk1’ tel queOM’ = OM+ 7. Siz,z eta sont les
affixes respectives dd, M’ et u, la proposition précédente conduit'a= z + a.

PrROPOSITION1.10 Interprétation géométrique de z— z
La réflexion d’axg(O, 7) est I'application qui & tout pointt d’affixe z associe le point d’affixé.

Démonstration La réflexion d’axe0,7) associe a tout poim¥l de coordonnées, y) le pointM’ de coordonnéets, -y). La
proposition s’en déduit imnmédiatement.

1.4 Module d’'un nombre complexe, inégalités triangulaires

(DEFINITION 1.6 Module d’'un nombre complexe
Soientz = a+ i b un nombre complexe & son image dans?. On appellenodulede z le réel positif ou nuhoté|z]|

et donné par :
|zl = [|OM]]|

\

[PrOPOSITIONL.11 © Expression du module d’'un nombre complexe

Pour tout complexe = a+ib,
lzl=Vzz=V a?+b?

J

Démonstration Soitz = a+ib e C et soitM l'image dez dansZ alors on sait quéz|? = ||OM|? = a2 + b2. Par ailleurs,
zz=(a+ib)(a—ib) =a®+b>.
(PrROPOSITION.12 © Propriétés du module )
Pour tout nombre complexg
1. |z]|=0©2=0 3. Re(z) < |Re(2)| < |z|
2. |zl =z| 4. Im(z) < |Im(2)| < |z|
L J
Démonstration
1. Soitz=a+ibeC tel que|z| =0 alorsa® + b?> = 0 ce qui n'est possible que 8i= b = 0. Réciproquement, si= 0 alors
|z| =0.
2. Evident.
3. Siz=a+ibalorsRe(z) =a<lal=Va2<Va2+p? =)zl
4. De méme.

(PROPOSITION1.13
Pour tous nombres complexes/,

1 74 i
1. - =% sizzo. 3. |1z2| = |zl 2| |

z  |z[2

NE]
F4

¥4

p siz' #0.
z

4,

1
2. |zl=1—-=2.
z
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Démonstration
1. SizeC*,ona
z 2z |z
Z X —=—=—=
1212 12> |zf?
1
donc- = —.
z |z
) . L 1 - -
2. Silzl =1, le résultat précédent améne = z. La réciproque est évidente.
z

3. Pour la troisiéme, écrivonsz'|? = (zz')(z2') = zzz' 7' =zI?|Z'|?. On termine en passant a la racine carrée et en remarquant
que|zz'| =0 et quelz| 2 0, || = 0.

z z |z|2
77

4. Etpour la derniére|:£, |2 = TR On termine alors de la méme fagon qu’en 3.
Z <z Z

PROPOSITION1.14 QOO Inégalités triangulaires
Pour tous nombres complexegt z’, on a

1. |lz+ 2| <|zl+12'] || 2. ||lzl-12l| <1z—2|

Démonstration Soient deux complexes z' € C.

1. On peut démontrer de maniére géométrique la premiéralitégriangulaire en remarquant que c’est une traductians
le cadre complexe, de celle vue pour le triangle en classéndaiéme. Si le poind est I'image du complexe et le point
N limage du complexe +z' dans<?, alors, dans le triangleMN, ON < OM +MN. CommeAff (m) =Aff(N) -Aff M) =
z+z7Z —z=2',0onaMN = |Z/|. Par ailleursON = |z + z'| etOM = |z|. On peut aussi démontrer cette premiére inégalité de
maniére algébrique. Développons le module au carré
lz+2|° = (z2+2)Z+2) = 2|* + 2Re (z2)) + 12|

En utilisant l'inégalitéRe [z?) <|zl|Z'|, on en tire que

lz+2' 1P <12l +21zl12 | +12'1? = (121 +12'1)?

et il suffit de prendre la racine carrée de ces nombres positif
2. Utilisons I'inégalité triangulaire déja démontrée :

lzl = (z+2) + (=2 s |z+ 2| +|-Z | = |z + 2| +|Z]]
dol|z|-|Z'| < |z +Z'|. On obtient de facon symétrique
12| =l(z+2") + (~2)| <|z+ 2| + ]z

d’ou égalementz'| - |z| < |z +Z'|. Puisquaz| -|z'| <|z+7Z'| et que—(|zl-1z'|) <|z+Z'|, on a biedlzl - |z'|| <l|z+7|.

PROPOSITION1.15

Soienta € C etr e R%. SoitA le point du plan d’affixez. Lensemble des points du plan d’affixe C vérifiant
» |z—al=r estle cercle de centreet de rayorr.

e |z—al <r estle disque fermé de centkest de rayorr.

e |z—al <r estle disque ouvert de centkeet de rayorr.

Démonstration Ces trois résultats proviennent de I'égalié al = AM

1.5 Nombres complexes de module

1.5.1 GroupeU des nombres complexes de module

(PROPOSITION1.16 Groupe U des hombres complexes de module
Nous noteron&l, 'ensemble des nombres complexes de module égal a

[Uz{zeCllzl:l}I

Cet ensemble vérifie les propriétés suivantes.
1. U eststablepour le produit Vz,z' €U, z.z' eU.
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2. Le produit estssociatif: Vz,z',z" €U, (zx2')xz"=zx (2 x2").
3. Le complexd est élément d& et est I'élémenheutredu produit :\VzeU, zxl=1xz=z.

. iz . 1 . 1
4. Siz est éléement d#, alors sorinverse— aussi. De plus, on| — =z |.
z z

5. Le produit estcommutatif: Vz,z2' €U, zxz =z'xz.

On dit que(U, x) est un groupe commutatif appeajéoupe des nombres complexes de module

FIGURE 1.2 — groupéJ des hombres complexes de module

Démonstration Soientz,z' € U.

1. Ona.’|z><z’| =|z| x |z'|=1><1=1. Doncz x z' € U.

2. L'associativité est une conséquence directe de I'aasaité de la multiplication dang.
3. Ona11|l=1 doncl € U. La suite est évidente.
4

. Ona:zxz=2zxz=|z1®=1 doncz est l'inverse dez. En utilisant les notations introduites précédemment, lotient
-1 -
z t=1lz=2z.

5. La commutativité est une conséquence directe de la coativité de la multiplication dans.

| Remarque 1.5 On verra dans I'exemple 19.10 page 722 une méthode pluserppia vérifier queU, x) est un groupe.

1.5.2 Exponentielle imaginaire

On suppose ici connues les propriétés élémentaires desdiesicosinus et sinus ainsi que les différentes formules de
trigonomeétrie circulaire. On pourra se reporter a ce sujah&exe B paragraphe B.1. Ce paragraphe doit étre parfarie
maitrisé.

LEMME 1.17
Soient(a, b) € R? tel quea? + b* = 1. |l existe un réel (pas uniqué)tel quea = cos etb = sin0.

Démonstration Commea? +b? =1, on a nécessairemeat <a<1let-1<b<1. L’image deR par la fonctiorcos étant{—1,1],

il existea € R tel quecosa = a. Comme cos® a+sin®a = 1, il vient sin® a = b?. Une des deux égalités suivantes est alors vérifiée
para, sina = b ou biensina = —b.

— Sila premiére est vraie, nous posénsa.

— Sinon, la seconde est alors vraie et nous po8ensa.

Dans les deux cas, le rdetonstruit vérifie les deux égalités mentionnées dans I'édaiu lemme.
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PrROPOSITION1.18
Pour tout complexe € U, il existe un réeb tel quez = cosO + i sin6.

Démonstration Soitz = a+ib € U. Par définition d&), a etb vérifienta® + b* = 1. Par application du lemme précédent, il existe
donco € R tel quea = cosB etb =sin6. On a doncz = cosB + i sin 6.

Remarque 1.6
Soitz € C et soitd € R tel quez = cos0 + i sin6. On rapporte le plan & un repére orthonormé difect’, 7). Soitw un

vecteur d’affixez alors6 est une mesure de I'angﬂﬁ). Cette mesure est définiean prés (€ 7).

L.
-

FIGURE 1.3 — Interprétation géométrique de la proposition 1.18

(DEFINITION 1.7 Exponentielle imaginaire

Pour tout réeb € R, nous appelleronsxponentielle imaginairde et nous noterons® le nombre complexe défini par

0

e"” =cos0+isin0

Remarque 1.7
— Soitze U. D'apres la proposition 1.18, il existec R tel quez = e,
— Réciproquement, tout nombre complexe de la foefiest de module. Donc

Uz{zeCIHBER,zzeie}

Remarque 1.8 La définition précédente est justifiée par I'égalité suigagti généralise la propriété fondamentale de

I'exponentielle réelle/a, b e R, e**? = e%el,

[PROPOSITIONL.19 © Propriété de morphisme de I'exponentielle imaginaire

ve,e/ € [R, ei(9+9’) — eieeiel
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L.
-

FIGURE 1.4 —¢'®

Démonstration Soientd, 0’ eR.Ona:

e!0+9) = cos(0+0)+isin(0+0) par définition de 'exponentielle d’'un nombre imaginaire pu

(cos(0) cos(0) —sin(0) sin(®)) + i (cos(6) sin(0”) + sin(0) cos(0')) par application des formules d’addition
(cos(B) + isin(0)) (cos(e') + isin(e'))
eieeie’

Remarque 1.9

Afin d’expliquer cette terminologie, explicitons ce qu'est morphisme de groupes. Cette notion sera étudiée dans le
paragraphe 19.1.3 du chapitre 19. S6it, x;) et (G, x2) deux groupes. On dit qu’une applicatiprde G; dansG; est
un morphismele groupes lorsque

VX, yeGl, ¢(xx1y)=@ @ *x2¢(y)

Nous pouvons alors reformuler la propriété précédente.

PrROPOSITION1.20
La fonction exponentielle est un morphisme du gro(@®e-) sur le group&u, x)

Remarque 1.10
Avec les notations de la définition 1.9, on définit

« Le noyaudu morphismep comme étant le sous-ensembleGienotéKer ¢ donné par Kerg = {x€ G; | ¢ (x) = e}
ol e; est le neutre dés,.

« L'imagedu morphismep comme étant le sous-ensemble@enotéIm¢ donné par Iim¢ = {¢ (x) | x€ G1}.
Notre morphisme de groupes

eie

0 —

a pour noyaliKer ¢ = 2nZ | et pour imag .

PROPOSITION1.21
Soientd et®’ deux réels, on | e = ¢/ < Jkez, 0=0+2kn

{ ®,+) — (C*x)

Démonstration Sie® = ¢ alorse!®-9) =0 et -0’ = 2kn ot k € Z. Par conséquerit=0' + 2kn aveck € Z. La réciproque
est évidente.
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Remarque 1.11 ¢i*0 =1, ¢'% =1, ¢i™ = —1. Cette derniére égalité, écrite sous la f0|| e™ +1=0 | est connue sous
le nom de Relation d’Euler». Elle est remarquable car elle lie cing nombres fondanuerga mathématiquesi, i, 1
eto.

[ COROLLAIRE 1.22

p . 1 —
Pour tout réebe R, on a e~ = — =e
e

Démonstration  En effet, sio € R, e®e~10 = ¢/(0-0) = ix0 — 1 par conséquent, inverse du nombre compleXeeste™°.

Commee™® e U, par application de la proposition 1.16, I'inversea® est ausséi®, d’otl les deux égalités ci-dessus.

THEOREME1.23 © Formules d’Euler

i — il
+
VO eR, cosezi et [sinB=

Démonstration SoitbeR. Ona:

i0

e = cos0+isind
e "Y' =cosO-isin0

En additionnant la premiere équation a la deuxiéme et egativies deux membres de I'égalité obtenue2pan obtient la formule
annoncée poutos6. De méme, en soustrayant la deuxiéme équation a la prentiéredivisant les deux membres de I'égalité
obtenue pazi, on obtient la formule annoncée paiin 6.

— Bio 1| Leonhard Euler, né le 15 avril 1707 a Béle et mort le 18 septerh783 a Saint-Pétersbouy:g_

Peu aprés sa naissance les parents d’Euler déménagenea Rielpére d’Euler
est un ami de la famille Bernoulli et Jean Bernoulli, dontdfylrofita des lecons,
est alors considéré comme le meilleur mathématicien eerop& pére d’'Euler
souhaite que Leohnard devienne comme lui pasteur mais Jeaoli qui a
remarqué les aptitudes remarquables de son éléve, le oorydlil est destiné
aux mathématiques.

Aprés ses études a Bale, il obtient un poste a Saint-Pétegslea 1726 qu'l
quitte pour un poste a I'académie de Berlin en 1741. Malgiguiaité de ses
contributions a I'académie, il est contraint de la quitterraison d'un conflit
avec Frédéric Il. Voltaire qui était bien vu par le roi avaésdqualités rhé-
toriqgues qu’Euler n'avait pas et dont il fut la victime. En6E{ il retourne a
Saint-Pétersbourg ou il décéda en 1783.

Euler souffrit tout au long de sa vie de graves problemes @e Fait remar-
quable, il effectua la plus grande partie de ses découvintesles dix-sept |
derniéres années de sa vie, alors qu'il était devenu avdufile avec886 pub-
lications, un des mathématiciens les plus prolifiques de tes temps. Il est
a l'origine de multiples contributions en analyse (nomhlsesiplexes, introduction des fonctions logarithmepg et
exponentielles, détermination de la somme des inversesatess d’entiers, introduction de la fonction gamma,
invention du calcul des variations, ...), géométrie (eegatldroite d’'Euler d’un triangle, formule liant le nombre|de
faces, d'arétes et de sommets d’'un polyédre, ...), théesendmbres (fonction indicatrice d’Euler, ...), théoris de
graphes (probléme des sept ponts de Kénigsberg) ou mémeysiypé (angles d’Euler, résistance des matéripux,
dynamique des fluides... ) et en astronomie (calcul de ldlpaeadu soleil,...).

ProPOSITION1.24 © Formule de Moivre

VOeR, Vnez, |e"= (eie)”

Démonstration Soit8 € R. Montrons d’abord par récurrence la propriété poam.

. ; P LU .
— Sin=0,0na:e*%=1= [e’e) . L’'égalité est donc vraie au ramg
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— Supposons I'égalité vraie au ranget démontrons-la au rang+1 :

Qln+D0  _ i(n0+0)

¢'9¢M9 carexp est un morphisme de groupes

. .Y

e0 (e’e) par hypothése de récurrence
.0\ n+1

-

Démontrons maintenant la propriété peur Z\N. On a alors-n € N et on peut appliquer la relation que nous venons de prouver

\ ; ; 0\ . N . ; ; 1 0\ 1\
al'entier—n. Cela donne ¢! (=9 = (e"e) . Mais d’aprés la proposition 1.22, ored="0 = ¢=ind — — et(e"e) = (Te) ,
e e

1 n . . A\ 1 i , ,
donc 5= (%) et I'on a biene! 9 = [e’e) . La relation est alors démontrée pour taut 7.
e e

Les formules suivantes interviennent souvent dans lesees:

(PROPOSITION1.25 QOO Factorisation par les angles moitiés
Pour tout réek e R :

ix ix (ix  _ix ix X ix ix [ ix  _ix D ix (X
e"+1l=e2 |e2 +te 2 |=2e2 COSE e"—1=e2 |e2 —e 2 |=2ie2 sz

Remarque 1.12 On a la factorisation de I'angle moitié plus générale (vgjufe 1.6) :

) ) aty) ( ix=y)  _ix=y) XY X—
e +eV=e" 2 (e 2 +e 2 ):29’ 2 cos( y).

€' 4 et

; ix X . ; ;XY X—
FIGURE1.5—e* +1=2e2 cos(g) FIGURE 1.6 —e'* + ¢V =2¢' 2 cos( 5 y)

B10o 2| Abraham de Moivre né le 26 mai 1667 a Vitry-le-Francois ettfeo27 novembre 1754 & Londr«%;s_‘

Abraham de Moivre est un mathématicien francais qui vécpltua grande
partie de sa vie en exil a Londres en raison de la révocatiofEdé de
Nantes. Il fut I'auteur de deux ouvrages majeurs en mathgoed. Le pre-
mier, consacré aux probabilité®dctrine of chancéet paru en 1718, s'in-
téresse en particulier au calcul des probabilités d’'un éwemt aléatoire
dépendant d’autres événements aléatoires ainsi qu’alpgmes de conver-
gence des variables aléatoires. Le secoitisCellanea Analytica, paru en
1730, est un ouvrage d’analyse dans lequel figure pour laiprerfois la
fameuse « formule de Stirling ». On raconte cette histoirsi.get de sa mort.
Il s’était rendu compte qu’il dormait un quart d’heure despdihaque nuit. En
utilisant cette suite arithmétique, il avait calculé a dpidhte il mourrait : cela
devait correspondre au jour ou il dormirait 24 heures. CeeXalctement ce
qu’il advint.
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1.6 Argument, fonction exponentielle complexe

1.6.1 Argument d'un nombre complexe

(PROPOSITION1.26 Argument d’un nombre complexe, Argument principal d’'un nombre complexe )

Soit z un nombre complexeon nul Il existe au moins un nombre réetel qug z = pe® foup = |z| € R* estle modulg

dez.
— pe'® est undorme trigonométriquele z.

— Le réelb est appelé&n argument de.
Un tel nombre n’est pas unique : & est un argument de, 'ensemble de tous les arguments dest donné par

{00 + 2km | k € Z}. On noterarg (z) = O [271]. Enfin, il existe un unique argument dappartenant a l'intervalle- rt, n].
LOn I'appellerd’argument principalde z. )

Démonstration ~ Soitz un nombre complexe non nul. Posgns |z| # 0, on a alors/p € U. D'aprés la remarque 1.7, il existe
B eR tel que :z/p = e® ce qui prouve I'existence d’'un argument deSi®’ € R est un autre argument deon a bien 8’ = 6 [2n].

En effet, en partant de= ¢™® = el et en utilisant la proposition 1.21, il existes Z tel qued’ =0+ 2kmn.

Exemple 1.50n a:
argl =0[2n] argi= g [2n] arg-l=m([2n] arg—i= —g [27]

Y

FIGURE 1.7 — Représentation trigonométrique d’'un nombre complexe

PLAaN 1.1 :‘ Comment calculer le module et un argument d’un nombmepdexe donné—

Soitz=a+ibeC* d’argumend € R et de module € R;. Exprimons et en fonction dez etb :
e Onap=lzl=Va?+b?

e Commez = a+ib=p(cosB+isinB) =p

, on cherche un unique réele] — n, |

+1i
vVa?+b?>  Va?+b?

a
va? + b? VaZ+p®

( g - - Zg

PROPOSITION1.27 Produit et quotient de deux nombres complexes sous forme tfpnométrique
- 5 Y
Soient deux nombres complexes non nuis=pe™® etz’ = p’e’’,

Vérifiantcos0 = etsinb =

i(0+0") 2 | 2 _ P ,ie-9)

1. |zz' =pp'e ==
< p

31



Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition 1.19.

P
COROLLAIRE 1.28
Soientz et z' deux nombres complexes non nuls. On a :

1. | arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [27]

_ 1
3. |arg(z) = arg(—) = —arg(z) [2m]
z

2. arg( Z) = arg(z) —arg(z’) [2n]

Zl

(& J
Démonstration Démontrons la premiére égalité, la démonstration des dauarges est identique. Notogrespectivemertt’)
un argument de (respectivement de') etp (respectivement’) le module de: (dez'). Par application de la propriété précédente,
2z = pp'e!®+9) par conséquentg (22') =0+ [2n] =argz +argz [27].

PrROPOSITION1.29
VYneZ,VzeC*, | arg(z") = narg(z) ([2n])

Démonstration ~ Soientn € Z et z € C*. L'écriture trigonométrique de estz = pe'® ol 6 € R est un argument de et p
est le module de. On a donc z" = [pe’e) =p" (e’e) = p"e'™® par application de la formule de Moivre. Par conséquent,
arg(z") = nB ([2n]) = narg(z) [2n].

1.6.2 Fonction exponentielle complexe

On suppose ici connues les propriétés de la fonction expigfierréelle. On pourra a ce sujet consulter le paragraphe
4.1.2.

(. . . .
DEFINITION 1.8 Fonction exponentielle complexe
Soitz = a+ i b un nombre complexe. On appelle exponentielle tienombre complexe

a+ib _ ,a ,ib

e“=e ee

La fonction qui a tout nombre complexeassocie le nombre complexé ainsi définie s’appelléonction exponentiell
.complexe

D

J

Remarque 1.13

— Soitz=a+ibeC.On ae® = e** il = ¢l = ¢%[cos b + i sin b]

— Soitz=a+ibe C. On ale?| = |e®e’®| = [e?]|e?| = |e%| = ¢ car la fonction exponentielle réelle est strictement
positive.

— La fonction exponentielle complexe ne s’annule jam#is§|:= e? # 0. La fonction exponentielle complexe est donc a
image dan€*.

— La fonction exponentielle complexe prolonge la fonctiapanentielle réelle ( ce qui signifie que sa restriction aux
nombres réels coincide avec la fonction exponentielléggel

— SiZ est un complexe non nul, on peut I'écrire sous forme trigoétmigueZ = pe’®. Un complexez = a + ib vérifie
e? = Z si et seulement si%e’? = pe’®. En prenant le module, on trouve q puis ensuit,
(kez).

. . c — C* — . —_ . L
— Lafonction exponentielle comple>{e I est surjective (Moir la définition 1.7 page 1139) mais pasadnj

tive (Voir la définition 1.6 page 1138). Il sera impossibleddra niveau de définir un logarithme complexe.

(PrROPOSITION1.30 La fonction exponentielle complexe est un morphisme du grqe (C, +) dans le groupe(C*, x)

! ! -1 —
Vz,Z €C, |e*™* =e%e? I VzeC, |(ef) =(e7?)
Démonstration
H . . g [PV y . ~ .. . ! : ! : 1,/
« Soientz = a+ib,z' = a' +ib € C. En utilisant les propriétés de I'exponentielle réelleratiginaire,e?e? = e%eile? ol =
ea+a’ei(b+b’) — ez+z’.

« Soitz € C. Par application de la propriété précédenfe % = e*~% = ¢° = 1. Par conséquent, ? est l'inverse de? et(ez)_1 =
(e7%).
Vous pouvez maintenant étudier I'appendice B.3 pour debcapions trés importantes de I'exponentielle imaginaie
calculs trigonométriques. Avant cela, il est conseilléidellappendice B.2 pour vous familiariser avec les teche&de
calcul de sommes et a la notatipn
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1.7 Racinesn-iemes de l'unité

Dans tout ce paragraphedésigne un entier naturel non nut & N*.

DEFINITION 1.9 Racine n-ieme d’'un nombre complexe
Soitz € C. On appellgacine n-ieme du nombre complexdout nombre complex&vérifiant| £" = z I

in

Exemple 1.6 i est une racine deuxiéme g&, e 3 est une racine cubique deiv/2 est une racine deuxiéme de.

DEFINITION 1.10 Racine n-iéme de l'unité
On appelleacine n-iéme de 'unitéune racinen-iéme del, c’est-a-dire un nombre complexeel que. On
noteral,, I'ensemble des

racinesn-iemes de l'unité (U, = {ze C | z" =1} ||.

.

Remarque 1.14

— Pourtoutr=1,0na:1eU, et—-1€U, si et seulement si est pair.

— On au, c U. En effet, size U, alorsz” =1 et donc|z|” = |z"| = 1. Comme|z| € R}, cette égalité n’est possible que
Silz| =1.

") Notation 1.7 Soientm, ne Z tels qguem < n. On note[m, n] I'intervalle d’entiers donné par :

[m,n] ={keZ | m<k<n}.

( A
. . T 2ikm |

PROPOSITION1.31 OQOQ Les racinesn-iemes de I'unité sont de la formany=e 7 oU ke [0,n—1]

Notonsw = e 7 . Il y a exactement racinesn-iémes de I'unité. Elles sont données par les puissances:de* ou

kel0o,n—-1]

[Unz{wk | ke[[O,n—l]]}z{eZi']lm | ke[[o,n—l]]}

(S J

Démonstration Soitz € C tel quez™ = 1. En prenant le module, on en déduit gaie= 1. Il existe donc un unique réele [0,2n[

tel quez = ¢'®. On doit alors avoie'™® =1, c’est-a-diren® = 2kn aveck € Z. Comme on veu € [0,2x[, on doit avoiro < k < n
2kn

etdoncke[[0,n—1] dotiz=e' "1 =wk. Réciproquement, tout complexe de cette forme vérifie biea 1.

(PROPOSITION1.32 (U, x) est un groupe commutatif )
L'ensembleU,, vérifie les propriétés suivantes :

1. U, eststablepour le produit (c-a-d Y&, e U,,, &x& e Up).
2. Le produit eshssociatif(c-a-d :VE,&,&" e Uy, (ExE)xE=Ex (' x&M).
3. Le complexd est élément d&,, et est I'élémenheutredu produit (c-a-d Y€ U, &x1=1xE=E).

. L1z . 1 .
4. Si¢ est élément d&,,, alors sonnverseg aussi. De plus,on a:

1 -
—=f
3
5. Le produit estcommutatif(c-a-d :VE, &' e U, Ex& =& x¢).
\(Un, ) est donc muni d’'une structure de groupe commutatif. )

Démonstration Soients, &' e Uy, :
1. Ona(gxt) " =E"xg" =1. DoncE x &' € Uy,.
L’associativité est une conséquence directe de I'agsaité du produit dan§.
Ona 1™ =1 doncl e U,. La suite est évidente.
Remarquant tout d’abord qgé = " = 1. Donct € U,. De plus £ x&=Ex& =1 carUy, c U. Par conséquert; ! = 1/£ = .
La commutativité est une conséquence directe de la coatiwité de la multiplication dans.

(SARNEC SN SUNIN
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Remarque 1.15 En fait, (U, x) est un sous-groupe d¥, x) qui lui-méme est un sous-groupe g, x). Nous verrons
l& aussi plus tard comment prouver la propriété précédemtmahiére plus rapide (voir 46 page 722). L'application
0:U—U,z— z" est un morphisme de groupe de noyau

FIGURE 1.8 -Uj3 FIGURE 1.9 -U,

FIGURE 1.10 —Us FIGURE 1.11 —Ug

ProPOSITION1.33 © La somme des racinesi-iemes de ['unité est nulle

Soitunentiem=>2.0na|l+w+ow’+...+w" =Y z=0|
zelUy,

Démonstration On utilise la formule d’'une somme géométrique de raisel etw” =1 :

l+o+---+0" = =0.

in

Remarque 1.16 On utilisera trés souvent les racines cubiques de l'unitén@ej = e 3 . C’est une racine cubique
primitive de I'unité au sens olUs = {1, j, j?}. Les puissances diesont simples a calculer :

1  sik=3p
j*={j sik=3p+1
j? sik=3p+2

Les propriétés suivantes interviennent souvq j2=j=1/j fet| 1+j+j>=0}.
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FIGURE 1.12 — Racines cubiques de 'unité

e . X s )
PROPOSITION1.34 Expression des racinesi-iemes d’'un nombre complexe
Un complexenon nulz = pe’® admetn racinesn-iémes données par

(0, 2kn .
Zk:pl/nel(n+ n ) :pl/nele/nwk, ke [[O,I’l—l]]
N 2in . s AR O i 2
\OU w=e n O0OU toute autre racine-ieme primitive de l'unité. )

Démonstration NotonsZg = p/ neidin ona bierzj = z et doncZ" = z si et seulement $£/Zy)" = 1 c’est-a-dire si et seulement
Si(ZIZg) est une racin@-ieme de l'unité.
On pourra consulter plus tard I'annexe B paragraphe B.4mdd&fivoir le rdle des racines de I'unité dans la factorisation
de certains polynémes.

1.8 Equations du second degré

1.8.1 Racines carrées

DEFINITION 1.11 Racine carrée d’un nombre complexe
Soit un nombre complexee C. On appelle racine carrée daine racine deuxiéme dg c’est-a-dire un complexé
vérifiantz? = z.

Par application de la proposition 1.34, on peut affirmer :

PROPOSITION1.35
Tout nombre complexe non nul posseéde exactement deux sa@nees. De plus, ces deux racines carrées sont opposées
'une de l'autre.

/\ Attention 1.8 La notation/z n'a de sens que poure R,. Si on l'utilise & mauvais escient, on aboutit vite & des

absurdités. Par exemple1=v—1°=v-1xv-1=v(Dx (D =vI=1.

Remarque 1.17

— Le complexe nuk = 0 ne posséde qu’une seule racine cafrée

— SixeR,, ses deux racines carrées sont donnéesg/paat —/x.

— Si x e R*, ses deux racines carrées sont données yhi et —iy/]x]. En effet, la forme trigonométrique deest
x = |x| e!™. D'aprés la proposition 1.34, les deux racines carréesstmty/[x[e’™? = iy/[x] et/]x[e™?e?™'? = —i\/[x].
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Pour calculer en pratique les racines carrées d’'un nomhmplexez, le plus simple consiste souvent & mettreous
forme trigonométrique et a appliquer les formules préctster©n dispose également d'une méthode permettant de cal-
culer les parties réelles et imaginaires des racines e

PLAN 1.2 :| Comment calculer les racines carrées d’'un nombre cmm}pl

Soitz=a+ibeC. SoitZ =X+ iY une des deux racines carréesd&?=z. Ona:

1ZI? = ||
ReZ?=Rez

ImZ?=Imz

On en déduit

X2 +Y? = Va?+ b?
X?-Y?=aqa
2XY=Imz

Et en particulier
X2 +Y2 =VaZ+b?
X?-Y?=a
XY est du signe dém z

Exemple 1.9 Calculons les racines carréesade 8 — 6i. SoitZ =X + iY une des deux racines carréeszdées réelsx

etY satisfont
X2 +Y?=4/100=10

X*-Y?=8
XY est négatif
Par addition des deux premiéres équations, on obtirt3 ouX = —3. Par soustraction de ces deux mémes équations,

on obtientY =1 ouY = —1. Comme le produiXY est négatif, les seules possibilités skrt3 etY = —1 ou alorsX = -3
etY = 1. En conclusionZ = 3—i ouZ = -3 +i. On vérifie au brouillon que ces deux complexes vérifient dfens —6i.

1.8.2 Equations du second degré

THEOREME 1.36 © Résolution d’'une équation du second degré a coefficients cqhexes
Soienta, b, c trois nombres complexes aveéet 0. Considérons I'équation d’'inconnue C

azz+bz+c=0 (%)

Notons* A=b?—-4ac I le discriminantde I'équation(x). On a :

. , : , . -b
e SiA=0, 'équation(x) admet une racine doubkg donnée par| z; = 54
a
e SiA#0 etsid désigne une des deux racines carréeas dors I'équation*) admet deux racines distincteset z,
. -b-3 -b+3d
données par| z; = et| z, =
2a 2a

Démonstration Soitz € C une solution de I'équatiotx). Puisquea # 0, nous pouvons écrire le trinbme sous forme canonique

( b
z+ —
2a

2 p-4ac
4q?

2 b c
Z"+—z+—|=a
a a

O=a

En notantZ = z + b/2a, on doit avoirZ? = Al4a?.
— SiA=0, alorsZ =0 c’est a direz=-b/(2a).
. . . s -b-5 -b+8
— SiA#0, en notant une racine carrée complexe Ne(Z—6)(Z+8) =0 c’est a direéZ. = +£6 ou encorez = Ty ouz= .
a
On vérifie dans chacun des cas précédents:qst effectivement solution de I'égquation.

2a

COROLLAIRE 1.37 © Résolution d’'une équation du second degré a coefficients rée
Soienta, b, c trois nombres réels avec# 0. Considérons I'équation d’inconnues C

ax* +bx+c=0 (%)
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(< o
Notong A = b? —4ac I son discriminant. Remarquons gye R. On a :
e SiA >0, (%) admet deux solutions distinctes, toutes deux réeallest x, données par

-b-VA -b+VA
X = ——— et |xp=——
2a 2a
e SiA=0, (x) admet une seule solutiog donnée par :
b
Xo=——
0 2a

e SiA<0, (x) admet deux solutions distinctes, toutes deamplexes conjuguées et x, données par

—-b—iVI|A| —b+iVIA|
X1=—— et [xp=——

2a 2a
\_ J
Démonstration

— SiA =0, une racine de\ est donnée pas = v/A et les formules pouxg, x et x, se déduisent de celles énoncées dans le

théoréme 1.36.
— SiA <0, une racine de est donnée, d’apres la remarque 1.17%ari+/|Al. D'aprés les formules énoncées dans le théoreme

-b=ivIAl —b+iVIAl

1.36, les deux racines @) sontx; = —n etxp 5 qui sont bien complexes et conjuguées.
< a .. . . A ,
On pourra se reporter a I'annexe B paragraphe B.4.1 pourr(fesspnns supplémentaires sur les trindmes du second degré
et au paragraphe B.4.5 pour des applications des relatidresles coefficients et les racines d’un polynéme.

1.9 Nombres complexes et géométrie plane

1.9.1 Distance

PROPOSITION1.38
SoientA et B deux points du plan d’affixes respectivest b. La distance d& aB est donnée pd AB = |b— al

Démonstration L'affixe du vecteusB est donnée pakff (B) — Aff (A). De plus, par définitionb — al = |IAB|| = AB.

1.9.2 Barycentre

~

(PROPOSITION1.39
SoientA, B et G trois points d’affixes respectives b et g ; Soienta et deux réels tels que +p # 0. Alors, G est le
barycentre des pointset B affectés respectivement des poidstf si et seulement si

a(g—a)+P(g—-b)=0.

Démonstration C’est une traduction en terme d’affixe de I'égalité vecttziaGA + ﬁ(ﬁ =0 qui définit le barycentre.

Remarque 1.18 Sia=p =1, le pointG est le milieu du segmenAB]. On a alors, avec les notations précédentes,
'égalité g = (a+ b)/2.

(PROPOSITION1.40 )

Soientn = 2 un entier,Ay,...,A,, des points du plan d’affixes respectivgs...., z,,. Soientay,...,a, des réels tels qu

D

n

Y a; #0. Le pointG est le barycentre des points affectés des poids;, i = 1,..., n si et seulement si son affixe
i=1
vérifie 'équation

n
Z(x,-(zl- -2)=0
i=1

—_—

n
Démonstration C’est une traduction en terme d'affixe de I'égalité vecttgi®_ o;GA; = 0.
i=1
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1.9.3 Angles

PROPOSITION1.41
SoientA, B, etC trois points du plan tels que est distinct deA et deB, d’affixes respectives, b et c. Une mesure d

—_— — —_— b
I'angle (CA, CB) est alors donnée p{ (CA,CB) = arg(a—c) [27]

. ) b- . —
Démonstration  Remarquons tout d’abord qqug(a—Z) = arg(b—c) —arg(a—c) [2n]. Par ailleursb — ¢ = Aff (BC) eta—

¢ = Aff (CA). Doncarg(b-c) = (7,CB) et arg(a—c) = (7,CA). On conclut en utilisant la relation de Chasles pour lesemgl
(CA,CB) = (7,CB) - (7,CA) [2n.

COROLLAIRE 1.42
SoientA, B, etC trois points du plan tels que est distinct de\, d’affixes respectives, b etc.

. L, . C— b L,
— A, B, etC sont alignés si et seulementsi— est réel.
c—da

. . . . ¢c—b . L
— Les droitegCA) et (CB) sont perpendiculaires si et seulementsi— est imaginaire pur.
c—a

1.10 Transformations remarquables du plan
On notera?? le plan et? I'ensemble des vecteurs du plan. On appfi@sformation du platoute application bijective

du plan dans lui méme. A toute transformatifdu plan, on peut associer une applicatipdu plan complexe dans lui
méme qui au complexed’image le pointM € & associe I'affixe du poinf(M) :

. C — C —
g'{Aﬁ(M) AR M) ouM' = f(M).

On dit alors queg représente I'applicatiorf dans le plan complexe

1.10.1 Translations, homothéties

N

(DEFINITION 1.12 Translation, homothétie
— Soit un vecteur du plan. Laanslation de vecteur;, notéer-;, est la transformation du plan qui a tout paifie &

associe le poin’ € & tel queMM' = U
— SoitQ un point du plan ek un réel non nul. Lhomothétie de centi@ et de rapporiA, notéhg, , est la transformation

du plan qui a tout poiny € & associe le poin¥’ € &2 tel quel QM' = AOQM |.

Remarque 1.19

— Si le rapport d’'une homothétie vaut1, alorsh est I'application identique ( L'application identique dé est celle
qui a tout pointM € 2 associe lui méme).

— Les translations conservent les longueurs (on dit que edesisométried, les homothéties de rappadries multi-
plient par|A|.

(PrROPOSITION1.43
Soit Q un point du plan d'affixav et A un réel différent d@ et 1. Lhomothétie de rappomt et de centre peut étr

représentée dans le plan complexe par I'application quitzte C associez’ € C tel que z' —w = A(z—w) | (ou encor
12 =Az+(1-Nw).

Démonstration Le pointM' est I'image deM parhg, ) si et seulement €M’ = \QM ou encoreAff (M) — Aff (Q) = A(Aff (M) -
Aff (Q)) c’est-a-direz’ - o = A(z — w).

1.10.2 Rotation

DEFINITION 1.13 Rotation
SoientQ € & et6 un réel. La rotation de centte et d’angled, notéerg g est la transformation du plan qui
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— aQ associd),

(OQM, OM) = 0 [271]

— atout pointM différent deQ associe le point!’ tel que o
QM| = |1QM]|

~

(PROPOSITIONL.44
SoientQ € &2 et 6 un réel. Soitw I'affixe de Q. La rotation de centr€) et d’angled peut étre représentée dang

e

plan complexe par I'application qui & torte C associe le complexe tel que| z' —w = e (z— ) | (ou encorez’ =

ez +(1-e'B)w).

Démonstration Soientz etz' les affixes respectives d& etM’. SIM#Q, ona:

M’ est 'image deM par la rotation de centi@ et d’angled <
(OQM, QM) = 0 [2n1] etOM = OM’

Z-w ,

arg =0 (2n] etlz—w| =z —w| &
z-w
Z-w z—w

arg =6 2] et| S| =1 (o).
z-w Z -0

Soitpe!™ une représentation trigonométrique @;ﬂ Les deux relations précédentes sont équivalentes & eta = 6 [2m].
Z' —Ww

L . —_— w o . o . L ., .
Donc(x) est équivalente aZ,— =e® soitz —w=e®(z—w). SIM=Q alorsM’' =Q etz =z = w. L'égalitéz’ —w = ® (z— w)
—
est alors trivialement vérifiée.

1.10.3 Similitudes directes

N

(DEFINITION 1.14 Similitude directe
Unesimilitude directeest une transformation du plan admettant comme reprégentins le plan complexe I'appli

cC — C

z — az+b

cation : { oU(a,b)eC* xC.

PROPOSITION1.45
Une similitude directe conserve les angles orientés etl@sarts de longueurs.

Démonstration Soit f la similitude représentée par az+ b, A1, Az, Az, A4 des points de? tels queA| # Az etAs # Aq, z1,
23, 23, z4 leurs affixes respectives g}, z}, z}, z, les affixes respectives de leurs images faaPour touti € {1,2,3,4}, on a donc
z; = az; +b. En particulier :
{ zé —zi =alzp—21)
zy — 2y = a(zg — z3)

!
24743 z—23

/
/

et donca étant non nul : r = . Par conséquent
zZ,—=2; 22-21
—_—— Z —z 24— 23 —_—
(AJA), ALAY) = arg(——3) = arg(—) = (A1A2,A3A4) [27]
zZy— 2 2-21
et ! Al / /
AzA, _ Zy — 2y _|ra==|_ AzAy
AN, |z-z)| lzz—z1] AlA2’

ce qui prouve la propriété.

PROPOSITION1.46
La composée de deux similitudes directes est encore unktsduaidirecte.

Démonstration Soientf et f’ deux similitudes directes représentées dans le plan cample, respectivement,— az+b et
z—a'z+b ol(ab)eC*=xC etou(a',b')eC* xC. Alors f' o f est représentée par- a'(az+b) + b’ soitz— aa'z+a' b+ 1.
Notanta=a'a etp=a'b+b' et remarquant que est non nul, on a représentté f parz — az+p avec(o,p) eC* xC etf'o f est
donc bien une similitude directe.
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(PROPOSITION1.47 R
Soient(a, b) e C* x C. Soit f la similitude du plan représentée dans le plan complexe patz + b.

— Sia=1, f est la translation de vecteur d’affike

— Sia#1, f admetun uniquepoint invariantQ ( f(Q) = Q) appelécentre de la similitudeDe plus, dans ce cas, si

1. a estun argument de,
2. r est la rotation de centi® et d'anglex ( 7q,q« ),
3. h est’homothétie de cent@ et de rapportal ( hq,jq ),

alorsf s’écrit comme la composée deetr : f=roh=hor. Le réella| est appelé leapport de la similitudeet o
est unemesure de lI'angle de la similitud&n particulier,

— siaeR*, f est’'homothétie de centr® et de rapportal.
— silal =1, f estlarotation de cent@ et d’anglea.

_ J
Démonstration
— Sia=1, on reconnait I'application étudiée dans la propositich 1.
— Supposons maintenamtt 1 et recherchons les points invariants paiSoit un tel point gu’on suppose d’affixg. zy est alors
solution de I'équatiory = azy + b. Cette équation possede une et une seule solution gy eslt— (cara#1!). NotonsQ le
—a
point d’affixe zg. Q est donc I'unique point invariant de SoientM un point d’affixez. NotonsM' le point d'affixez’ = f (z).
Ona:z' —zy = a(z- zy). Soienta un argument de, h I'homothétieng, |, etr la rotationrq, 4. Vérifions quef s'écrit comme
la composée de et der. Notonsz, I'affixe der(M) etz celle deh(r(M)). D’apres les propositions 1.43 et 1.13 :
z1—20= el%(z— 20)
zp — 20 =lal(z1 — 2zp)
donc )
23— zg = |ale'®(z - z9) = alz - zp)
ce qui prouve que, = z' et donc quez, est I'affixe def (M) On a donc bien montré que= hor. On montre de la méme facon
quef=roh.
Multimédia : On donne un rapport, un angle et un centre. On poi nte avec la souris
sur un z du plan complexe et le logiciel construit I'image de z par la rotation ,

puis I'image de ce point par I'homothétie

En résumé

1 il faut savoir manipuler parfaitement les opérations sutiea sur les nombres complexes : addition, multiplication,
conjugaison, calcul du module ou d’'un argument.

2 il faut connaitre parfaitement les formules d’Euler et dewim

3 la fonction exponentielle complexe doit étre bien mai&idéa technique de factorisation par les angles moitiés
est d’'un usage fréquent dans les exercices.

4 il faut savoir calculer les racines carrées d’'un nombre dergpainsi que les solutions d'une équation du second
degré a coefficients complexes.

5 il faut avoir bien compris les groupésetU,, tant au niveau algébrique que géométrique.

6 les différentes transformations du plan doivent étre biafitnsées ainsi que la traduction en terme d’affixe des
notions d’'angle ou de distance.

Il est essentiel de compléter la lecture de ce chapitre plardes paragraphes suivants de I'annexe B :
1 Trigonométrie, voir paragraphe B.1 page 1155.
2 Calculs de sommes, voir paragraphe B.2 page 1158.
3 Trigonométrie et complexes, voir paragraphe B.3 page 1164.
4

Calculs sur des polynémes, voir le paragraphe B.4.1 pagé ddsacré au trindme du second degré ainsi que le
paragraphe B.4.4 page 1176 consacré a la factorisatiorotigghmes grace aux racines de l'unité.
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1.11 Exercices

1.11.1 Forme algébrique - Forme trigonométrique

Exercice1.1  Q
Donner I'écriture algébrique des nombres complexes stgvan

1 5. z5=02+1i)3

1. ZIZ(%—zi)(%-F%) 3. Zgzm
2. zp=(1-2i)? 4. z4=%1 6. z6=(1+10)*—(2—1i)*
Solution :
1. z1:1(7—5i) 3. zszi(l—si) 5. z5=2+11i
6 10
1 .
2. zp=-3—-4i 4. Z4=§(1_3l) 6. zg=—-3+6i
Exercice 1.z
On donne les nombres complexes
-1+iv3
2= (V6+iV2) l+i§) ot 5o 1HIV3
4 4 1,;¥3
2 2

1. Mettrez, etz, sous forme algébrique+ i b.
2. Déterminer le module puis un argumentaez, etz z,.

3. Déterminer le module puis un argument/de % 7' =z5. EcrireZ etZ' sous forme algébrique.

Solution :
g 1 . V3
. :  L14iv3 ((1+iV3)(3-i%) :
1. Uncalculdlrectdonnezl_. De plus :z; = §+i§ = |%+173| =|1+iV3|

2. Il est alors clair que; = et quez, =2(1/2+v/3/2i) =.
3. CommeZ = zi/z = V2/2/™2M9 = /2/2¢™8, il vient ||Z|=Vv2/2| et |arg2)=m/6 [2n]| d'oU

2 . .
Z= % (\/§+ i) . De méme7! = 28 = (2¢i3)° = 64e2™ =[ 64].

Exercice 1.3 Q

1-i

20
1+i\/§)

Déterminer le module et et un argumenm(

. . T I ;351
Solution : On montre facilement que+ iv/3 = 2¢'3 et quel —i = v2e 1 d'oliz=21%"3"
(36m —m)/3. Le module de: est done'® et un argument de est-3.

= 210,713 car35m/3 =

Exercice 1.4 Q0
1. Soitd € [-m,n]. Déterminer le module et un argument aé®+1 et e —1.
2. En déduire le module et un argument, pean—mn,n[, de :

cosO+isinO+1
cosB+isinf-1"

Solution :
1. Par factorisation par les angles moitiés (voir proposifi.25 page 30 ), on trouve :

; 0 -0 _;0 0 ;06
z=eP+1=¢2 (e’2 +e ’2)=2c0s—el2.
2
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Il reste a étudier le signe des3. Comme0 € [-n, 7], alors$ € [-n/2,m/2] etcosd = 0. Il vient donc ;

) 8 R .y
lz| = 2cos£ et arg(z) = > (2n1] |. On montre de méme quezi= e™® —1 alors :

0 ( .0 _;0 .. 6 08 .0 j(8yz
z’=e’2(e’2—e 12)=21s1n—e’2 =2s1n—el(2+2).
2 2

On étudie alors le signe dmg. Commed e [-m, 7], sinB/2 =0 Si0 € [0,7] etsinB/2 <0 si6 € [-m,0[. Donc :

e , e%“[zm sife (0,7
|z|=2‘sm£| et |arg(Z)= 023n

[2n] SiB€[-m,0]

2. En utilisant les résultats de la question précédentebtierd :

. 0

cosO+isinf+1 eP+1 €2 2cosg
- o . _ - 0 _ - Q . g
cosO+isin0—-1 eMY-1 o3 2isind

_iZ
=cotan-e "2
2

etarg(Z) = arg(z) —arg(z') =

D

On obtientZ| = |z| / |z’| —

cotan -
2

—1/2 sife[0,m
-3 [2n] si@e]-m0[

Exercice 1.5  ©
Trouver les entiera e N tels que(v/3 +i)" soit réel.

Solution : Commey/3+i =2¢'5, sineN :(y3+i)" = 2"e"%. Ce nombre est réel si et seulement&i=0 [r]
c'est-a-dire si et seulementsiest un multiple dé.

Exercice 1.6
On considére, pore R etneN, le complexez = [1 —sinB + i cos0]”. Déterminer les réel tels queRe (z) = 0.

Solution :  En utilisant la factorisation par les angles moitiés (veogmsition 1.25 page 30 ), on trouve :

z=[1+e 02 =21 co5 (1/4 4 0/2) PV 40/

et donc :
Re(z) =2"cos" (m/4+0/2)cos(nmn/4+nd/2)

Par suite Re(z) =0 si etseulement1§8=2kn+n/2 ou‘e=(2k+ Dn/n—-n/2|oukeZ.

1.11.2 Polynémes, équations, racines de l'unité
Exercice 1.7 Q
SoitP le polynéme défini danG par :
P(2) =222+ (5+7i)z+10-2i.
1. Montrer que? possede une racine imaginaire pure.
2. En déduire une factorisation &ede la formeP(z) = (z—2i)Q(z) ouQ est un polynébme du second degré a

coefficients complexes.
3. Résoudre alom(z) = 0 et factoriser complétement le polynémeurc.

Solution :
1. Le nombre c